SUR L'IRREDUCTIBILITE DE QUELQUES VARIETES D'IGUSA 

par 
Boyer Pascal 



Resume. — On prouve que les varietes d'Igusa de seconde espece definies par Harris et Taylor dans 
leur livre [2], sont aussi connexes que possible, i.e. que les composantes connexes sont naturellement 
en bijection avec les caracteres du groupe des inversibles de l'ordre maximal de l'algebre a division 
ccntrale qui lui est attachee. 

Abstract (On irreductibility of somme Igusa varieties). — We describe the connected com- 
ponents of Igusa's varieties of second species defined par Harris and Taylor in their book [2]. There 
are in bijection with the characters of the inversible group of the maximal order of the division 
algebra attached to them. 
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Introduction 

A l'origine de cette note est une question posee par J. Tilouine a L. Fargues sur l'irreductibilite 
des varietes d'Igusa de seconde espece, qui lui repond que cela decoule de mon travail [T]. Mal- 
hcurcuscment l'enonce ne se trouve pas tel quel dans loc. cit. d'ou cette note qui ne contient 
strictement rien de nouveau mais qui rassemble les resultats necessaires a la preuve. 



Classification mathematique par sujets (2000). — 14G22, 14G35, 11G09, 11G35, 
11R39, 14L05, 11G45, HFxx. 

Mots clefs. — Varietes de Shimura, modules formels, corrcspondances de Langlands, correspondances de Jacquet- 
Langlands, faisceaux pervers, cycles evanescents, filtration de monodromie, conjecture de monodromic-poids. 
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1. Rappels sur les varietes de Shimura associes a certains groupes unitaires et sur 

les varietes d'Igusa associees 

1.1. Varietes de Shimura simples. — On considere les varietes de Shimura simples associees 
a des groupes unitaires telles qu'elles sont definies dans [2]. On reprend les notations de pQ. Soit 
F = F + E un corps CM, E/Q quadratique imaginaire pure, dont on fixe un plongement reel 
r : F + <^-> M. Lc groupe unitairc G r est alors tel que 

- G T (R) ~ U(l, d - 1) x U{0, dy- 1 ; 

- G r (Qp) ~ (Q P ) X x n[=i(^°f) x ou v — vi>V2,'-- , v r sont les places de F au dessus de la 
place u de E telle que p = u c u et ou B est une algebre a division centrale sur F de dimension d 2 
verifiant certaines proprietes, cf. [2], dont en particulier d'etre soit decomposee soit une algebre a 
division en toute place et decomposee a la pace v. 

1.1.1 — Pour tout sous-groupe compact U p de G r (A°°' p ) et m = (mi, • • • ,m r ) e Zj, . On pose 

r 

U p (m) =U p x Z; x JjKer(0^ — > (0 B Jv?*)*) 

i=l 

Pour U p assez petit on dispose d'un schema projectif sur Spec O v tel que quand U varie, les 
Xup(m) forment un systeme projectif dont les morphismes de transition sont finis et plats : quand 
mi = m'i ils sont en plus etales. Le systeme projectif (^t/p(m))t/p,m est naturellement muni d'une 
action de G r (A°°). 

Etant donne une representation irreductible £ de G sur Q ; , on notera le systeme local sur 

XxjP{ m )- 

1.1.2 — On note X\j v tT a la fibre speciale de X{j P ( m y Pour tout ^ h ^ d — 1, on dispose d'une 
strate fermee (resp. ouverte) notee 

—>d-h _ —[h] -v= d - h _ -yW \ 

^■V,m — ^UP,m l^resp. Ayp^ — ^up m ) 

dc pure dimension h et munie d'une action de G(A°°). Dans le cas de bonne reduction, i.e. mi = 0, 
elles sont en outre lisses. Pour tout < h < d, les strates X UP m sont geometriquement induites 
sous Taction du parabolique Ph,d{Ov), au sens oil il existe un sous-schema ferme X^p m tel que 

Xuv,m — -^[/»,m,0 Xp M {O v /v m i) GL d (O v /v mi ) 
On notera x\j\ m0 l'adherence de x\jl m dans x\j\ m . 



1.2. Varietes d'Igusa de premiere espece. — Dans [2], les auteurs definissent les varietes 
d'Igusa de premiere 
des isomorphismes 



d'Igusa de premiere espece Ijj) m — ► ou m — (0, ms, ■ • ■ , m r ), qui est l'espace des modules 



->et f„mi 



On obtient ainsi un revetement galoisien de X^l m de groupe de Galois GLh{O v /w mi ). Ils 
definissent en outre un morphisme radiciel de lyp m sur X^ P m M pour tout M. 
Ces varietes 1^} sont munies d'une action dc 

G+(A°°) = G t (A°°<p x Q; x P d - h , d (F v ) x ]J(B°f) x 

qui agit via le quotient G^(A°°) — > G r (A°°'P) x Q* x (Z x GL h (F v ))+ x n[= 2 ( s °f) X ou 
(Z x GLh(F v )) + designe le sous-semi-groupe de Z x GLh(F v ) forme des elements (c,g) tels que 
Wo c " n h ^ g G GLh{O v ) qui est induit par la surjection Pd-h.d{F v ) — > Z x GLh{F v ) qui a 
9v = 9M{g c v ,gf)gM associe (u(det^),^*). 

1.2.1. Theoreme. — Pour tout < h < d, est geometriquement connexe. 
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1.3. Varietes d'Igusa de seconde espece. — Soit S un schema et H un O^-module de 
Barsotti-Tate compatible de dimension 1 et de hauteur constante h. On considere comme dans 
[2], le foncteur en S'-schemas qui kT/S associe l'ensemble des T-isomorphismes 

^K]x Spccfp T-% m ]x s T 

oil Eft, est "le" Ou-module de Barsotti-Tate formel de hauteur h sur ¥ p . Ce foncteur est represents 
par un S'-schema X m (H/S) de type fini sur S et on note Y m (H/S) l'intersection des images 
schematiques de 

X m ,{H/S)^X m {H/S) 

pour rri > m et on pose J^ m \H/S) = Y m (H/S) red . 

Soit Q° /Ijj) le Cu-module de Barsotti-Tate formel universel : il est de dimension 1 et de 
hauteur constante h. On definit alors 

j{h) ._ j(s)( C 0/tW \ 
J UP,m,s ■— J \ y / I UP,m) 

Le revetement J^J m s — ► ^up,m x SpecF p est galoisien de groupe de Galois (T> Vt d-h/w s ) x ou 
T^v,d-h est l'ordre maximal de l'algebre a division D VJ i-h de centre F v et d'invariant l/(d— h). 

Par ailleurs, on a, sur la tour des J^J m s une action par correspondances du groupe G T (A°°' P ) x 
<Q£ x (Z x GL h {F v )) + x n[ =2 Wf) x x {Dl d _JVl d _ h ). 

1.3.1. Definition. — Soit T>\ d _ h le noyau de la norme reduite de D* d _,. Pour tout m ^ 0, on 
note alors V\ d _ hm ■= V\ d _j\\ + w*) et soit J^ s := (J^J jK,-^. 

1.3.2. The.ore.me. — Pour tout < h < d, Jy} m — > JuJ'm est un V\ d _ h m -torseur 
geometriquement irreductible au dessus de toute composante geometriquement connexe et 

ou I 'action est induite par I 'action du groupe de Galois T> Vt d-h,m du revetement J^J m — ► 



2. Systemes locaux d'Harris- Taylor : groupes de cohomologie 

2.1. Definition. — Les variete d'Igusa de seconde espece defmissent pour toute representation 
irreductible admissible p v des inversibles D* d _ h , un systeme local J : Pv> v>{m)ja sur Iu>>m et done sur 

Xu^,o- Tout element g pfi , c, g%\ g 0t ,S) de G T (A°°'P) xQ p x x (ZxGL d _ h (F v ))+ xflU W ) X x 
{D* d _ h ) definit naturellement un morphisme 

(g p ,9p,o,c,g^,g Vi ,S) : {g p ,g p ,o,c,g^ ,fl« 4 ,5)*(J>,M ® A) — * t pM ® A 

2.1.1. Definition. — Pour t v une Q r representation irreductible admissible de D* h , on note 

T Tv ■= ^V„,o x Ph , d (ojv^) GL d {O v /v m i) 



le faisceau induit sur toute la strate X UP m , ou Taction de I * et ) € Ph,d(F v ) est donnee 



9% 

par celle de (val(det^),^*) e Z x GL d - h (F v ). 



2.2. Faisceaux pervers d'Harris-Taylor. — On introduit suivant pQ, les faisceaux pervers 
dits de Harris- Taylor 

V(g,t,-K v ) = if Sf t9 HT(g,t,iT v , [t - l] w „)[rf - £«/-] <g>rec^(7r„) 

ou HT(g, t, n v ,H) = ^j^-i^fzi] ) ® n. On rappelle le resultat suivant de pQ. 
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2.2.1. Proposition. — Pour tout 1 ^ t ^ s, la filtration par les poids de j^ t9 HT(g, t, ir v , II t )[<i— 
tg] est telle que ses gradues gr\ t1 k sont nuls pour k < et pour ^ k ^ s — t, egaux a 

jl {t+k)9 HT{g, t + k, 7T W , n t "x [fe^l] T J[d - (t + %] ® 

ow H : Z — ► Q ; designe le caractere defini par 5(1) = j 

2.3. Preuve des theoremes (|1.2.1|) et (|1.3.2[) . — Pour tout r v et pour tout i, 

^r„,o := H*( Urn Xj/p^Of-^.o) 

C/P,m 

est une representation admissible de G(A°°'°) x GLh(F v ) x Z telle que pour toute representation 
U h de GL d ^ h (F v ), on a 

ij;jn) := H\ lim X^,JP T „ ® H h ) ~ Ind^J £j (i?^ © n h ) 

ou Taction de I ^ et J e Ph,d(F v ) sur -ff^ ® n est donnee par Taction de (val(det g^) £ 
V " 9v J 

Z x GLd-h{F v ) sur if*^ et P ar ceue de g£ sur LT^. Les theoremes (11.2.11) ct (|1.3.2[) decoulent 
classiquement du resultat suivant. 

2.3.1. Proposition. — Pour tout t v , H® est nul sauf si t v est un caractere \v auquel cas on 
obtient 

en tant que representation de GLd-h{F v ) x Z. 

Demonstration. — On rappelle qu'une representation automorphe II de G T (A) est dite cohomo- 
logique, s'il existc unc ccrtainc representation algebrique £ sur C de la restriction des scalaires de 
F a Q de GL gi et un entier i tels que 

H l ((UcG T (K)) ® R C, U T , U x ® (£') v ) ^ (0) 

ou t/ T est un sous-groupe compact modulo le centre de G T (M), maximal, cf. [2] p. 92, et oil £' est 
le caractere sur C associe a £ via un isomorphisme (Q) ; ~ C fixe. Considerons II irreductible et 
cohomologique, les faits suivants se trouvent dans pQ : 

- si II n'est pas cohomologique alors ff* oP 00 '"] est nul pour tout i et tout t v ; 

- pour II cohomologique tel que n„ ~ Sp s (7r l) ), pour d = sg avec ir v une representation 
irreductible cuspidale de GL g (F v ), -ffj L -i(g p r n ^ es ^ donne par 

J si i ^ 

j ttKer x (Q, G T )m(H)[s - t - l] ff „ ( _ t(fl _ 1)/2) ® (s" -0 * 9-1 ' ® xeS[( ^ ) T 1 ) * = 

oil 21(71"!,) est Tensemble des caracteres \ '■ ^ — y ®* > te ^ s 1 ue ^ ® X -1 va Kdet) ~ 7r„. 

- pour II cohomologique tel que lit, ~ Sp a (7r„), pour d — sg avec ir v une representation 
irreductible cuspidale de GL g (F v ), -ff} L -i( Sp ^ est donne par 



si i 7^ s — t 



(Ker^Q, G r )m(II)[a - 1 - l] Wf)( _ t(fl+1)/a ® (S ( ' _t 2 9+1> © xe2lK) X" 1 ) i = * - t 



pour II cohomologique telle que n„ n'est pas d'une des deux formes precedentes, d'apres loc. 
cit., IIj, est alors de la forme 



[ s l - J-]tt„,i x • • • x [s u ~ 1]^„,„ x [ti - 1]^ i x ■ ■ • x [t tt / - !]„./ ; 
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avec 7r v< i et 7r(, • irreductibles cuspidales unitaires de respectivement GL gi (F v ) et GLg'j(F v ). 
W On a alors prouve dans loc. cit. que 

ff°( lim X^^,*,^))^] = 0. 

En utilisant la suite spectrale associee a la filtration par les poids de jf tg HT(g, t, n v ,[t — l] Wt) ) [d— 
tg], on en deduit que 

H° v {[t=l]„ v )\n°°< v ] = o 

et done que ff^pp 00 ^] = 0, d'ou le resultat. 

□ 
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^En outre tous les ont la meme congruence modulo 2. 



